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Resumen

Se presenta una panoramica de los fundamentos del Célculo Frac-
cionario y sus implicaciones para generar nuevos escenarios de modelizacién
metematica. Las nuevas familias de ecuaciones y funciones ofrecen un contex-
to natural para la modelizacion de fenémenos asociados a efectos no locales
en el espacio y de memoria en el tiempo.

Abstract

We present a panoramic of the foundations of the Fractional Calculus
and its implications to generate new scenarios of mathematical modeling.
The new families of equations and functions provide a natural context for
the modeling of phenomenons associated to non-local effects in the space
and of memory in the time.



1. Introduccién: Derivadas e Integrales
Fraccionarias

Los instrumentos del Calculo Fraccionario son tan antiguos como el
Calculo mismo. El Célculo Fraccionario trata del estudio de los llamados
operadores de derivacién e integracion de orden fraccionario sobre dominios
reales o complejos y sus aplicaciones. En realidad dichos operadores surgen
con el objetivo de generalizar los conceptos de integracion y de derivada
para valores no enteros, por ello la utilizacién de los términos “Integracion y
Diferenciacién de Orden Arbitrario” es mas apropiado.

El origen del Célculo Fraccionario se remonta a 1675, momento en el
que Leibniz introduce la nocién de la derivada de orden n de una funcién.
Fue posteriormente en 1695 cuando los primeros resultados publicados son
citados en una carta de L’Hopital a Leibniz, en la cual L’Hopital plantea
la cuestién del posible significado de la derivada de orden n si n = 1/2. La
respuesta intuitiva en ese momento de Leibniz fue: “...y esto es una paradoja
aparente que permitira en el futuro extraer consecuencias muy utiles”.

A partir de aqui, son muchos los matematicos que han estudiado este
tema y han aportado su contribucion al desarrollo de lo que hoy conocemos
sobre Calculo Fraccionario. Entre ellos podemos destacar a Euler, Lagrange,
Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Griinwald, Letnikov, Holmgren, Cauchy,
Hadamard, Hardy, Riesz, Weyl, etc.

Una primera aproximacion al concepto de derivada fraccionaria puede
realizarse partiendo de la definicion clésica de derivada de diferentes érdenes:
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Si consideramos la generalizancién del concepto de factorial mediante



la Funcién Gamma, que analizaremos més adelante en la siguiente seccion,
obtenemos la definciéon de derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov:
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Otra conocida e importante defincién de integral y derivada fraccionaria
es la de Riemann-Liouville:

» Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville por la izquierda de orden
a > 0:

1

Do) = s [ (@0 eta ez (@

» Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville por la derecha de orden
a < 0:

Do) = g (@0 tewan a<h (9

= Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville por la izquierda de orden
a>0:

Do) = ot () [e-or e o0 @

= Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville por la derecha de orden
a < 0:

1 oN\" [*
a _ _ _ p\a—(n-1)
Dyo(x) = Tln—a) ( 83:) /z (x —1) o(t)dt, r<b
(10)
donde 0<n—-—1<a<n.

Relacionada con las integrales de Riemann-Liouville, aparece la definicién
de derivada fraccionaria de Caputo:



= Derivada Fraccionaria de Caputo por la izquierda de orden o > 0:
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= Derivada Fraccionaria de Caputo por la derecha de orden a < 0:

CDyo(z) = (_l)n)/b( Al O NP (12)

I'n—« xr — t)atl-n

donde 0 < n—1 < a < n y la funcién tiene n + 1 derivadas continuas y
acotadas en [a, b].

Una consideraciéon bésica relacionada con estos operadores es que
permiten introducir de manera natural los términos de memoria. Podemos
verlo de una manera muy simple a través del Teorema Fundamental del

Célculo q
—=F@),  2(0) =, (13)

que puede escribirse también en forma integral

z(t) = xo + /Ot 1. F(r)dr, (14)

la sustitucion del 1 por un nicleo de convolucion introduce el término de
memoria

x(t) = xo + /0 K({t—r7)-F(r)dr (15)

y podemos considerar dicha integral como una base para la construccion de
posibles definiciones de la integral fraccionaria.

2. Del Factorial a la Funcion Gamma

La Funcién Gamma es una funcién que generaliza la definicion del
factorial a los niimeros no enteros. Su definicién viene dada por:

['(z) = /0 e letds (16)

para cualquier niimero complejo z con parte real positiva.
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Usando la integracién por partes en (16), se obtiene una propiedad
fundamental de la Funcién Gamma:

T(z) = (2 — D)I(z — 1) (17)

la cual permite obtener la Funcién Gamma de un ntmero entero positivo
como

I'(n)=(n—-1)! (18)

En este contexto la Funcion Gamma constituye una generalizacién del
concepto de factorial.

Si introducimos ahora este concepto en la derivada de una funcién
potencial y estudiamos el caso ordinario y el caso fraccionario con la
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, observamos que la generalizacion
fraccionaria puede realizarse formalmente como sigue:

n (e}
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— men -
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Muy relacionada con los operadores fraccionarios estd la funcién
de Mittag-Lefler, que aparecera en la solucion de muchas ecuaciones
diferenciales en las que intervienen los operadores fraccionarios. La funcién
de Mittag-Leffler es una generalizaciéon de la funcién exponencial que fue
introducida por el mateméatico sueco G.M. Mittag-Leffler en 1903

oo k
E.(f) = ,;F(#H) (@>0a€cR) (20)
Ey(t) = ¢ (21)
Ey(t) = cosh(v1) (22)

3. Nuevos escenarios matematicos: nuevas
familias de ecuaciones y funciones

El Célculo Fraccionario presenta una gran cantidad de aplicaciones en
diferentes dreas como se muestra en el libro reciente de R. L. Magin en [5]:

“El proposito de este libro es explorar el comportamiento de los
sistemas biologicos desde la perspectiva del Cdlculo Fraccionario. El Cdlculo
Fraccionario, la integracion y la derivacion de orden fractionario o arbitrario,
proporciona nuevas herramientas que expanden el poder descriptivo del



calculo mds alla de los conceptos de orden entero familiares de las tasas
de cambio y el drea bajo una curva.”

“El Cdlculo Fraccionario aporta nuevas relaciones funcionales y nuevas
funciones a la conocida familia de exponenciales y sinusoides que se presenta
en el entorno de las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias.”

Los Fractales y el Calculo Fraccionario generan parametros de orden
intermedio: dimensiones, orden de integracién y diferenciaciéon arbitrarios.
Esto ha sido estudiado ampliamente en la literatura ([9], [18]), permitiendo
conseguir una mejor modelizacién en las diferentes aplicaciones.

Como muestra consideremos los siguientes contextos de la Fisica Clasica,

cuyas ecuaciones estan basadas en leyes similares:

» Ley de Hooke: F(t) = kx(t)
k

= Fluido de Newton: F(t) = k%(t)

= Segunda ley de Newton: F(t) = kLZ(t)

» Otros posibles contextos fraccionarios: F'(t)

atz

— kd“az

ao (1)

Otros contextos son los procesos de difusion que aparecen asociados a la
misma ecuacién basica

ou  0*u
primiews (23)
como se muestra en la siguiente tabla:
Ley de Darcy: Fourier: Fick: Ohm:
q= —K Grad h Q=—-kGradT | f=—D GradC | j=—0 GradV
Flujo de Agua Calor: @) Soluto: f Carga: j
Subterranea: g
Potencial Carga Temperatura: T' | Concentracién: C' Voltaje: V
Hidrostatica: h
Propiedad | Conductividad | Conductividad Coeficiente Conductividad
del medio | Hidraulica: K Térmica: k de Difusion: D Eléctrica: o

Tabla I

La ecuacion anterior se puede generalizar mediante los operadores

fraccionarios

que permiten realizar

una

interpolacion natural entre




ecuaciones:

0 0?

Ecuacién de difusién (parabdlica): 8—1; = 8_95126 (24)
o* 0?

Interpolacion: Wg = 8_:1:?; (25)
02 0?

Ecuacién de ondas (hiperbdlica): a—tg = a_xg (26)

Otro contexto fraccionario asociado al anterior es la utilizacion de
ecuaciones de tipo Dirac fraccionarias de acuerdo con el siguiente esquema:
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De esta forma, la ecuacién
oM o
A 512 + B% =0 (27)

podemos interpretarla como la descripcion de dos procesos de difusion
acoplados o un proceso de difusién con grados de libertad internos. En ella,
cada componente ¢ y ¢ satisface la ecuacién estandar de difusién y se les
denomina difunores en analogia con los espinores de la Mecanica Cuéntica.
Esto proporciona otra forma de estudiar la interpolacién entre el operador
hiperbdlico de la ecuacién de ondas y el parabdlico de la ecuacién de difusion
clasica. Segun la representacion del Algebra de Pauli que verifican A y B,
tenemos un sistema de ecuaciones acopladas o no

(1) me(4h) = (g

(38) me(5) = (B e

oY o Yy=2a  Pu  Pu
Bl g — 2 _gu
e P =0 a0 o2 "




En el estudio de la inversién temporal (t — —t) se tiene:

= Si o =1 tenemos la ecuacion de Dirac y la ecuacién de ondas que son
invariantes por inversién temporal.

» Si a = 1/2 la ecuacién clasica de difusion y su raiz cuadrada no son
invariantes por inversién temporal.

= Interpolacion en: 0 < a < 1. La invariancia por inversiéon temporal se
cumple para

e FEcuacién Fraccionaria de Dirac:

111 3 33 5 5 5
a_ 375’77"'7577797"" 779’ 117"'
e FEcuaciéon Fraccionaria de Difusion:
1 21 2 3 4 1 2 6 1
o = 3393959575259 7 7y 7y gyt

En el estudio de la inversién espacio-temporal (z — —z, t — —t) las
dos ecuaciones son invariantes por inversién espacial y en la interpolacion
0 < a < 1 la invariancia por inversién espacio-temporal se cumple para los
mismos valores de « en las dos ecuaciones:

12123412 6 1

37 37 57 57 57 57 77 77"'7 77 97"'

La ecuacién fraccionaria de Dirac no es invariante bajo traslaciones
temporales debido al caracter no local de la derivada fraccionaria temporal.

Otras ecuaciones diferenciales fraccionarias son obtenidas considerando
la raiz 1/3 de las Ecuaciones de Ondas y Difusion:

Ecuacién de Ondas: P@f/:ggp +Q0*Pp =0 (30)
Ecuacién de Difusién: Po;>p + QP =0 (31)

donde

PP=1 @Q*=-1  PPQ+PQP+QPP=0 QQP+QPQ+PQQ =0

(32)
Una posible realizacion es en términos de las matrices 3x3 asociadas al
Algebra de Silvester:

o O

0 0 1
P=1 w? 0 0 Q=9 (33)
0 w 0

o &€ o
oo

&



siendo w una raiz cubica de la unidad y €2 una raiz cubica de la unidad
negativa. En este caso ¢ tiene tres componentes.

Como muestra de los problemas matematicos asociados consideremos
el problema General de Cauchy en el espacio LF = L(R")xF(R) de las
funciones para las cuales existen sus transformadas de Laplace y de Fourier.

“Du(t,x) — A'DPu(t,x) =0, t>0,2€R,0<a<1,3>0(34)
lim w(t,z) =0, wu(0+,z)=g(x) (35)

r—+o00

donde © D¢ es La derivada parcial fraccionaria de Caputo, que se define como

Diu(t,z) = “Du(t, x) = T 1_ ) /0 Z;(_T;ji dr (36)

y donde D? es la derivada parcial fraccionaria de Riemann-Liouville

1 o [* :
DPu(t,z) = *Du(t,r) = T(m = 5) o / %dz (37)

siendo m = [f].
La solucion del problema de Cauchy viene dada por:
1 [ .
u(t, ) = / G (k) Ey(\(—ik)Pt*) e **dk (38)

27

—00

donde G(k) es la transformada de Fourier de g(x) y E, es la funcién de
Mittag-Leffler definida en el plano complejo

Eo(2) = Z m (39)

Por ejemplo para 3 =1y g(x) = e =l 1 > 0:
u(t, z) = e M B (—puht®) (40)

Y los momentos de la solucién fundamental (g(z) = d(z), G(k) = 1) para el
caso (3 = 1 se obtienen de la forma

o r 1
<" >= / z"u(t, r)dr = (—)\t“)”r((;n——i:i_l)), n=0,1,2,... (41)



4.

4.1.

Fenémenos no locales en el espacio y
fenémenos con memoria. Aplicaciones

No localidad

Hablamos de no localidad cuando lo que ocurre en un punto del espacio
o en un instante de tiempo depende de un promedio en un intervalo que
contiene al punto o al instante. Asi, los efectos no locales en el espacio pueden
definirse como interacciones de largo alcance (varias escalas de espacio),
mientras que los efectos no locales en el tiempo se conocen como efectos
con memoria / retraso (varias escalas de tiempo).

Estos fendmenos no locales estan asociados a ecuaciones integrales o
integrodiferenciales, las cuales aparecen en miultiples contextos:

Teoria del Potencial: Leyes de Newton y Coulomb del inverso del
cuadrado de la distancia.

Problemas en Geofisica: Mapa tridimensional del interior de la Tierra.
Problemas en Electricidad y Magnetismo.

Fenémenos Hereditarios en Fisica (materiales con memoria: histéresis)
y Biologia (procesos ecolégicos: acumulacién de metales).

Problemas de Evoluciéon de Poblaciones.
Problemas de Radiacion.

Optimizacién, Sistemas de Control.
Teoria de la Comunicacion.

Economia Matematica.

La idea de que diferentes fenémenos fisicos puedan ser descritos por
ecuaciones diferenciales fraccionarias plantea dos cuestiones fundamentales:

1.

¢Los modelos con derivadas fraccionarias en el espacio y/o en el tiempo
son consistentes con las leyes y las simetrias fundamentales de la
Naturaleza?.

s Como puede ser observado experimentalmente el orden fraccionario
de diferenciacion y como emerge una derivada fraccionaria a partir de
modelos sin derivadas fraccionarias?.
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En este sentido, las ecuaciones fraccionarias bésicas surgen como
interpolacion entre ecuaciones de la Fisica Clasica:

Ecuacién de ondas: % = % (42)

Interpolacién: % = g;z (43)

Ecuacién de difusién (parabdlica): % = % (44)
Interpolacién: % = % (45)

Ecuacién de ondas (hiperbdlica): % = % (46)

Se ha de resaltar que la ecuacién de interpolacién (45) estd de acuerdo
con la segunda ley de la termodindmica si se cumple la condicion

0 1y @
Or>=1 0x

como ha sido desarrollado en [14].

>0 (47)

4.2. Procesos de relajacién

Las ecuaciones fraccionarias juegan un papel importante en los procesos
de relajacién, como son los asociados a los Materiales Viscoelasticos. En
ellos, la modelizacién en el contexto de la mecanica clasica consiste en una
combinacion de muelles y amortiguadores:

Muelles: Ley de Hooke o(t) = Ee(t) (48)
de(t
Amortiguadores: Ley del Fluido de Newton o(t) =7 i;t ) (49)
donde
o = Tension; (50)
¢ = Deformacion; (51)
E = Constante elastica o Médulo de Young; (52)
v = Coeficiente de viscosidad (53)

De forma que la ecuacién constitutiva viene dada por el modelo de Maxwell
de o 1ldo
R 54
i 0 Edi (54)
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siendo ¢(t) = Fe '#/" el médulo de relajacién, el cual indica cémo varfa con
el tiempo la tensién por unidad de deformacién aplicada.

Entre los limites elastico y viscoso tenemos la interpolacién general

dPe(t)
dtP

o(t) = E7° (55)

El Proceso de Relajacion Estdandar (Maxwell-Debye) se formula mediante
un problema de valor inicial

do(t
A _ ). >0, 6(0) =0 (56)
cuya solucion es
¢(t) = poe™"7 (57)
Otra formulacién como partida para la generalizacién fraccionaria es
t d—l t
o) =60 = = [ oty = -2 (58)
0 dt—1
Formalmente
B(t) — do = =7 %D (1) (59)

siendo oD, 5 el operador de Riemann-Liouville.

Existen ademas desviaciones del Proceso Clasico de Relajacién de
Maxwell-Debye, que se formulan mediante un problema de valor inicial:

» Decaimiento de Kohlrausch-Williams-Watts (KWW)

P(t) = e~ V", D<a<l (60)

= Ley de Nutting de potencias:

o

Estos modelos se usan en procesos de relajacion de la deformacion en
materiales y se han desarrollado multitud de experimentos de transicion
entre los dos comportamientos. En ellos ademas cobra especial importancia
la propiedad interpolante de la funciéon de Mittag-LefHer

k

X
Es=Y " B = 62
N zk: ok 15 11=e€ (62)
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La relajacion también puede abordarse con un planteamiento como un
problema de memoria

d t
@ _ / K(t—7)o(r)dr (63)
donde el efecto de memoria viene regulado por el kernel que se escoja:
K(t) = K(t) —  o(t) = doe™ "' (64)

K(t) = Ky Memoria constante  —  ¢(t) = ¢g cos(v/ Kot) (65)
Kt) = Kot (0<¢<2) —
do(t)

== =T D), T = Kol(g - 1) (66)

con solucién en términos de las funciones de Fox.

Una posible aplicacion de los modelos no locales es en el estudio de las
Aleaciones con Memoria de Forma. Debido a la complejidad muy elevada
del enlace entre el comportamiento macroscopico y microscopico, no existen
modelos constitutivos realmente fiables y adecuados para la mayoria de
las aplicaciones. Los modelos constitutivos conocidos y estudiados en la
literatura son los de Tanaka, Liang-Rogers, Brinson y Auricchio. En ellos se
emplea una formulacién unidimensional y el comportamiento es basicamente
funcién de tres variables: tensién, deformacion y temperatura.

Otro contexto de posible aplicacion de los modelos fraccionarios es el
asociado a la propagacion de la radiacion solar en las atmésferas planetarias

([17] y [19]-[21]).
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